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Î íåðàâåíñòâå äëÿ ÷èñåë Áåòòè ãèïåðêýëåðîâûõ

ìíîãîîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè øåñòü

Í. Êóðíîñîâ

Ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî äëÿ ÷èñåë Áåòòè ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîîáðàçèé
ðàçìåðíîñòè øåñòü ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà.

1. Ââåäåíèå

Ãèïåðêýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ðèìàííîâî ìíîãîîîáðà-
çèå M ñ òðîéêîé êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð I, J è K, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâàì:

(i) ìåòðèêà g íà M êýëåðîâà äëÿ ýòèõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð,

(ii) äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ I, J èK âåùåñòâåííîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
âûïîëíåíî I ◦ J = −J ◦ I = K, I2 = J2 = K2 = −1.

Åñëè êîìïàêòíîå ãèïåðêýëåðîâîå ìíîãîîáðàçèå M èìååò π1(M) = 0,
H2,0(M) = C, òî îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (íåïðèâîäèìûì). Ñîãëàñíî
çíàìåíèòîé òåîðåìå Áîãîìîëîâà, ëþáîå êîìïàêòíîå ãèïåðêýëåðîâîå ìíî-
ãîîáðàçèå äîïóñêàåò êîíå÷íî íàêðûòèå ïðîèçâåäåíèåì òîðà è íåñêîëüêèõ
íåïðèâîäèìûõ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé [1]. Â êîìïëåêñíîé ðàçìåð-
íîñòè ÷åòûðå è âûøå èçâåñòíî äâå ñåðèè ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé -
ñõåìû Ãèëüáåðòà n òî÷åê íàä K3 è îáîáù¼ííûå ìíîãîîáðàçèÿ Êóììåðà [2],
à òàêæå äâà ñïîðàäè÷åñêèõ ïðèìåðà Î'Ãðýäè [10, 11]. Ïîçäíåå áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ïðè äðóãèõ ÷èñëåííûõ
ïàðàìåòðàõ, îòëè÷íûõ îò òåõ, ÷òî äàþò ïðèìåðû âûøå, íå äîïóñêàþò ñèì-
ïëåêòè÷åñêîãî ðàçðåøåíèÿ [9].
Õîéáðåõòñ [6] äîêàçàë êîíå÷íîñòü ÷èñëà êëàññîâ äåôîðìàöèé ãîëîìîðôíî

ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà êàæäîì ãëàäêîì ãèïåðêýëåðîâîì ìíîãîîáðà-
çèå. Òåì íå ìåíåå, îòêðûòîé îñòà¼òñÿ ãèïîòåçà Áîâèëëÿ, óòâåðæäàþùàÿ
êîíå÷íîñòü ÷èñëà êîìïàêòíûõ íåïðèâîäèìûõ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé â êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Ãóàí [5] äîêàçàë ýòó ãèïîòåçó â êîìïëåêñíîé
ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå, â ÷àñòíîñòè, âòîðîå ÷èñëî Áåòòè b2 ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ îò 3 äî 8 èëè 23.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî äëÿ ÷èñåë Áåòòè ãèïåðêýëåðîâûõ

ìíîãîîáðàçèé â ðàçìåðíîñòè øåñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ, ñîãëàøåíèå 14-21-00052 îò

11.08.14. Àâòîð ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ãðàíòîì MK-1297.2014.1 ïðè äîêàçàòåëüñòâå

Ëåììû 1. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ìèøå

Âåðáèöêîìó çà ñîâåòû è îáñóæäåíèå ðàáîòû.

c⃝ Í. Êóðíîñîâ, 1966
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü M êîìïàêòíîå íåïðèâîäèìîå ãèïåðêýëåðîâîå ìíî-

ãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè øåñòü, òîãäà âûïîëíåíî

97 +
37

2
b3 −

19

2
b4 −

1

2
b5 +

23

2
h2,2 6

38b22 − 1030b2 + 7572

b2 + 1
(1)

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

1. Ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Êîìïëåêñíîå ìíî-
ãîîáðàçèåM íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè íà í¼ì ñó-
ùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ãîëîìîðôíàÿ 2-ôîðìà Ω, òàêàÿ ÷òî Ωn = Ω∧Ω∧ ...∧Ω
� íèãäå íåâûðîæäåííîå ñå÷åíèå êàíîíè÷åñêîãî êëàññà íà M , ãäå 2n =
dimC(M).
Çàìå÷àíèå: Èç òåîðåìû Áîõíåðà î çàíóëåíèè è êëàññèôèêàöèè ãîëîíî-

ìèé Áåðæå [3] ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðêýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå èìååò ìàêñèìàëü-
íóþ ãîëîíîìèþ Sp(n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π1(M) = 0, H2,0(M) = C.
Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ([3]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà

Ω = ωJ +
√
−1ωK (2)

èìååò òèï (2, 0), è ýòà ôîðìà çàìêíóòàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ãîëîìîðôíàÿ, à
òàêæå íèãäå íåâûðîæäåííàÿ. Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ãî-
ëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ìíîãîîáðàçèÿ M . Çíà÷èò, êîì-
ïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå (M,L) ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîå äëÿ âñåõ ãè-
ïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé M è èíäóöèðîâàííûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð
L. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â ïðåäïîëîæåíèè êýëåðîâîñòè ìíîãîîá-
ðàçèÿ M .

Òåîðåìà 2. ([2], [3]) Ïóñòü M êîìïàêòíîå, êýëåðîâî, ãîëîìîðôíî ñèì-

ïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé Ω, w �

êýëåðîâà ôîðìà, n = dimCM . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∫
M wn =

∫
M (ReΩ)n. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãèïåðêýëåðîâà ñòðóêòóðà (I, J,K, g) íà M ,

òàêàÿ ÷òî êëàññ êîãîìîëîãèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû wI = g(·, I·) ðàâåí
w è Ω = wJ +

√
−1wK .

2. Ôîðìà Áîãîìîëîâà-Áîâèëëÿ-Ôóäæèêè.

Òåîðåìà 3. ([4]) Ïóñòü M íåïðèâîäèìîå ãèïåðêýëåðîâîå ìíîãîîáðàçèå

è 2n = dimCM . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q
íà H2(M,Z) è öåëîå ÷èñëî λ > 0 òàêîå, ÷òî

∫
M η2n = λq(η, η)n äëÿ ëþáîé

ôîðìû η ∈ H2(M).

Ôîðìà q íàçûâàåòñÿôîðìîé Áîãîìîëîâà-Áîâèëëÿ-Ôóäæèêè (ÁÁÔ).
Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Ôóäæèêè êàíîíè÷åñêè, ñ òî÷íîñòüþ äî
çíàêà. Äëÿ íå÷¼òíûõ n çíàê îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî. Â ñëó÷àå ÷¼òíîãî n
âûáîð çíàêà ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ôîðìû ÁÁÔ
èëè íåðàâåíñòâà

q(Ω, Ω̄) > 0, 0 ̸= Ω ∈ H2,0(M).
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3. Èíâàðèàíòû Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà. Îïðåäåëèì èíâàðèàíòû Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà,
ñëåäóÿ Õèò÷èíó è Ñåéâîíó [8, 12]. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ãèïåðêýëåðîâîå
ìíîãîîáðàçèå M , òåíçîð êðèâèçíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñå÷åíèå K ∈
Ω1,1(EndT ). Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ òåíçîð êðèâèçíû èìååò âèä Ki

jkl̄
.

Èñïîëüçóÿ ãîëîìîðôíî ñèìïëåêòè÷åñêóþ 2-ôîðìó Ω, ìîæíî îòîæäåñòâèòü
êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ, ïîýòîìó ìû ìîæåì îïóñòèòü ïåð-
âûé èíäåêñ è îïðåäåëèòü ôîðìó

Φ ∈ Ω1,1(T ∗ ⊗ T ∗) = Ω0,1(T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗)

ïî ôîðìóëå

Φijkl̄ =
∑
m

ΩimKm
jkl̄.

Ýòîò òåíçîð ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì j, k, ïîñêîëüêó ñâÿçíîñòü áåç êðó-
÷åíèÿ è ñîõðàíÿåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Ïîñêîëüêó êðèâèçíà ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ â àëãåáðå Ëè Sp(2k,C) è ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà Ai

j , ãäå
Sij =

∑
k ωikA

k
j è Sij ñèììåòðè÷íûå, ïîýòîìó òåíçîð Φijkl̄ òàêæå ñèììåòðè-

÷åí ïî èíäåêñàì i, j. Çíà÷èò, Φ ∈ Ω0,1(Sym3 T ∗).
Ïóñòü Γ òðèâàëåíòíûé ãðàô ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì 2k âåðøèí è áåç ïåòåëü.

Îïðåäåëèì îðèåíòàöèþ ãðàôà Γ êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè öèêëè÷íûõ ïî-
ðÿäêîâ â êàæäîé âåðøèíå, äâà òàêèõ ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíû, åñëè îòëè÷à-
þòñÿ íà ÷¼òíîì ÷èñëå âåðøèí. Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ ãðàôà è ðàññìîò-
ðèì òåíçîð Φ ⊗ Φ ⊗ · · · ⊗ Φ ñ 2k ñîìíîæèòåëÿìè. Åñëè âåðøèíû vm è vn
(m < n) ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî ñâåðí¼ì òåíçîð ñ Ω̃ íà T ∗, äâîéñòâåííîé ê
Ω. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê äâîéñòâåííîìó áàçèñó ìàòðèöà Ωij äëÿ Ω̃
ìèíóñ îáðàòíàÿ ê Ωij . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

cm,nΩ
iminΦ⊗ · · · ⊗ Φim... ⊗ · · · ⊗ Φin... ⊗ · · · ⊗ Φ,

ãäå cm,n = 1, åñëè ðåáðî îðèåíòèðîâàíî îò vm ê vn è cm,n = −1 èíà÷å.
Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðàöèþ ïî âñåì 3k ð¼áðàì, ìû ïîëó÷àåì ñå÷åíèå T̄ ∗ ⊗
· · · ⊗ T̄ ∗. Ñïðîåöèðîâàâ íà âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì ôîðìó

Γ(Φ) ∈ Ω0,2k.

Èíâàðèàíòîì Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà äëÿ òðèâàëåíòíîãî ãðàôà Γ íà ãè-
ïåðêýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ

bΓ(M) =
1

(8π2)kk!

∫
M

Γ(Φ)ωk (3)

Èíâàðèàíòû Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà ïîñòîÿííû íà êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ãèïåðêýëåðîâûõ ìåòðèê íà M .
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3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Èíâàðèàíòû Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü â [8, 12], â
÷àñòíîñòè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ èíâàðèàíòîâ ïðîñòûõ ãðàôîâ Θk (k êî-
ïèé ãðàôà Θ íà äâóõ âåðøèíàõ) è Θ2 (ãðàô íà 4 âåðøèíàõ) ÷åðåç ãåîìåò-
ðè÷åñêèå èíâàðèàíòû ìíîãîîáðàçèÿ.
Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ

Ëåììà 1. [12] ÏóñòüM íåïðèâîäèìîå ãèïåðêýëåðîâîå ìíîãîîáðàçèå êîì-

ïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè 2n. Òîãäà

−bΘk 6 (b2 + 2(k − 1))bΘk−2Θ2
. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî:
Îáîçíà÷èì äâîéñòâåííóþ ê ôîðìå ÁÁÔ ôîðìó â Sym2H2(M) çà Q. Òî-

ãäà c2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå µQ + p, ãäå p ëåæèò â ïðèìèòèâíûõ êîãîìî-
ëîãèÿõ H4

prim(M). Òîãäà c22 = µ2Q2 + 2µQp + p2, óìíîæàÿ íà Ωn−2Ω̄n−2 è
èíòåãðèðóÿ, èìååì∫
M

c22Ω
n−2Ω̄n−2 = µ2

∫
M

Q2Ωn−2Ω̄n−2+

∫
M

p2Ωn−2Ω̄n−2 > µ2

∫
M

Q2Ωn−2Ω̄n−2,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îðòîãîíàëüíîñòüþ QΩn−2Ω̄n−2 è p. Êîíñòàíòó µ
ìîæíî îïðåäëèòü, äîìíîæèâ ðàâåíñòâî äëÿ c2 íà Ωn−1Ω̄n−1 è ïðîèíòåãðè-
ðîâàâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

(

∫
M

c22Ω
n−2Ω̄n−2)(

∫
M

QΩn−1Ω̄n−1)2 > (

∫
M

c2Ω
n−1Ω̄n−1)2(

∫
M

Q2Ωn−2Ω̄n−2)

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà (
∫
M c2Ω

n−1Ω̄n−1)n−2/(
∫
M ΩnΩ̄n) è,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ bΘk è bΘk−2Θ2
, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî.

n(bΘn+2bΘn−2Θ2
)(

∫
M

QΩn−1Ω̄n−1)2 > (n−1)bΘn(

∫
M

Q2Ωn−2Ω̄n−2)(

∫
M

ΩnΩ̄n)

Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåéòè îò ΩΩ̄ ê Ω+Ω̄. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî
îñòà¼òñÿ âåðíûì è ïîñëå äåôîðìàöèè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, à çíà÷èò, ìû
ìîæåì çàìåíèòü Ω+Ω̄ íà ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó u. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

(2n− 1)(bΘn + 2bΘn−2Θ2
)(

∫
M

Qu2n−2)2 > (2n− 3)bΘn(

∫
M

Q2u2n−4)(

∫
M

u2n)

(5)
Ïóñòü e1, . . . eb2 îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ íàH

2(M,C) òàêîé, ÷òîQ =
∑b2

i=1 e
2
i .

À â êà÷åñòâå ôîðìû u âîçüì¼ì
∑b2

i=1 ei. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ôóä-
æèêè è [7; Ñëåäñòâèå 23.17], ïîëó÷àåì∫

M
Qu2n−2 = λQq(

∑
ei))

n−1 = λ(
b2 + 2n− 2

2n− 1
)bn−1

2
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è ∫
M

Q2u2n−4 = λQ2q(
∑

ei))
n−1 = λ(

(b2 + 2n− 2)(b2 + 2n− 4)

(2n− 1)(2n− 3)
)bn−2

2 ,

ãäå λ =
∫
M e2ni . Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ âñ¼ ýòî â íåðàâåíñòâî 5,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó "ïóçûðüêîâ"[12; ñòð. 68], ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ

èíâàðèàíòà Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà ãðàôà Θk−2Θ2.

bΘk−2Θ2
= −2k−2(24)k−1(k − 2)!(48k + s2) Td

1/2, (6)

ãäå Td1/2 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà,
îïðåäåë¼ííàÿ ñòåïåííûì ðÿäîì (

√
z/2

sinh
√
z/2

)1/2, à s2 íîðìèðîâàííûé êëàññ

×åðíà. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Td1/2 ïîëó÷åíà â [12; Òåîðåìà 10] è
ìîæåò áûòü âûðàæåíà â òåðìèíàõ êëàññîâ ×åðíà.
Äëÿ ãðàôà Θk èìååì [8] bΘk−2Θ2

= 48kk! Td1/2

Â ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå ëåììà 1 äà¼ò â òî÷íîñòè ðåçóëüòàò Ãóàíà [5].
Â ðàçìåðíîñòè øåñòü (k = 3), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ Ðîçàíñêîãî-Âèòòåíà,

ïîëó÷àåì èç ëåììû 1 ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

(−s32 −
12

5
s2s4 −

64

35
s6) > (b2 + 4)(2 · 242(48 · 3 + s2)(1− (

1

48
)s2

+(
1

4822!
)(s22 +

4

5
s4)− (

1

4833!
)(s32 +

12

5
s2s4 +

64

35
s6)), (7)

êîòîðîå ìîæíî óïðîñòèòü, âûðàçèâ êëàññû ×åðíà ÷åðåç χi =
∑n

j=0 h
i,j

([12; ñòð. 123]):

3(3948 + 19χ1 + χ2) > (b2 + 4)(1068 + 19χ1 + χ2). (8)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ χ1 = 5 − 2b2 + b3 − 1
2b4 +

1
2h

2,2 è χ2 = 2 −
1
2b3 +2h2,2 − 1

2b5. Ïîäñòàâèâ â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì èñêîìîå.
�
Çàìå÷åíèå 1: Â ñëó÷àå Hilb3(K3) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî.
Çàìå÷åíèå 2: Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Áåòòè ïÿòü, à ÷èñåë Õîäæà

øåñòü, òî, â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå, ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü
ïîñëåäíèå íåëüçÿ. Â ðàçìåðíîñòè âîñåìü ñèòóàöèÿ ñëîæíåå, ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëà ×åðíà íåîäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç χi.
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